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1. Введение. Ретроспектива 
и перспектива

Формальное представление сущ-
ностей и операций в логистичес-

кой системе [1, 2] позволяет синте-
зировать ее общую математическую 
модель. Вычислительные возмож-
ности компьютеров стимулировали 
описание динамических объектов 
методом пространства состояния. В 
нем движение объектов отражается 
значениями вектора состояния объ-
екта в непрерывном или дискретном 
времени. В вектор состояния объекта 
включают координаты, значения кото-
рых полностью характеризует состоя-
ние исследуемого объекта. 

Состояние логистической системы 
как объекта управления полностью 
характеризуется объемами физи-
ческих сущностей, находящихся на 
складах системы, которые и могут 
быть приняты в качестве перемен-
ных состояний. Входными величина-

ми логистической системы являются 
внешние добавления или изъятия 
объемов сущностей и их перемеще-
ния внутри структуры, приводящие 
к изменению состояний. Выходными 
величинами являются различные ха-
рактеристики эффективности функ-
ционирования логистической струк-
туры, определяемые на множестве 
состояний. 

Математическая модель необходи-
ма для решения задач управления, 
которые базируются на прогнозе пер-

спективных состояний в зависимости 
от вариации входных воздействий. 
На рис. 1 продемонстрирована разни-
ца между задачами анализа ретрос-
пективы и проектирования предпоч-
тительной перспективы [3].

Для анализа ретроспективы ис-
пользуют значения состояний, имев-
шие место на временном интервале, 
предшествовавшем актуальному мо-
менту времени. При исследовании 
перспективы сопоставляют значе-
ния состояний, которые могут иметь 
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Вычислительные возможности компьютеров 
стимулировали описание динамических 
объектов методом пространства состояния. 
В нем движение объектов отражается 
значениями вектора состояния объекта 
в непрерывном или дискретном времени.
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место в будущем, отталкиваясь от 
актуального состояния при различ-
ных наборах входных воздействий. 
Задача управления состоит в выборе 
такого набора внешних воздействий 
(в части, зависящей от нашего жела-
ния), при котором будущие состояния 
максимально приближаются к пред-
почтительным (оптимальным) значе-
ниям [4–6]. Эффективность решений 
задачи управления, их практическая 
пригодность всецело зависит от адек-
ватности модели, используемой для 
прогноза будущих значений состоя-
ний системы. 

Пусть t – время и t0 – текущий (ак-
туальный) момент времени. Как по-
казано на рис. 1, для отражения дви-
жения сущностей в логистической 
структуре может быть введена пос-
ледовательность заданных полуин-
тервалов времени ∆tk, k = 1, 2..., так 
что tk =  tk – 1 + ∆tk , k = 1, 2... Пусть 
левая граница входит в полуинтер-
вал, а правая не входит, т.е. tk–1 ∈ ∆tk, 
tk ∉ ∆tk. Полуинтервалы ±∆tk не обя-
зательно должны быть равными, их 
величина выбирается в зависимости 
от целей исследования: дни, декады, 
месяцы и т.д. Так что в реальности 
‒∆tk соответствуют, например, конк-
ретные месяцы прошлой, а +∆tk – бу-
дущей деятельности. На практике 
чаще используют равные интервалы 
времени. В этом случае можно запи-
сать общее выражение для моментов 
времени, соответствующих концам 
интервалов:

	  ...2,1,)(0 =∆±+=± ktktt k  	 (1)

Нетрудно увидеть, что при k  = 
1, 2, 3... будут получаться будущие 
моменты времени tk = t0 + k∆t , а при 
k = ‒1, ‒2, ‒3... моменты прошедшего 
времени t–k = t0 – k∆t.

2. Отражение ретроспективы

Состояния логистической систе-
мы  – объемы различных сущ-

ностей – могут измеряться в масш-
табах соответствующих физических 
величин или в денежном масштабе, 
см.  (2) в [1]. Использование физи-
ческих масштабов может оказаться 
необходимым при решении задач 
выбора перспективы (управления), 
в которых требуется определять со-
гласованные физические объемы 
перемещения сущностей. После вы-
полнения транспортных и производс-
твенных операций их представление 
в стоимостном масштабе обеспечи-
вает возможность учета и оценки эф-
фективности функционирования ло-
гистической структуры по принципам 
бухгалтерского учета. Хотя выбор 
масштаба не является принципиаль-
ным вследствие однозначного соот-
ветствия между ними, для нагляд-
ности при отражении ретроспективы 
используется стоимостное представ-
ление величин, а при описании пер-
спективы они предполагаются изме-
ренными в масштабах физических 
величин. 

Выражение (10) в [1] отражает в 
физическом масштабе совокупный 
объем q(∆t)cp;rg;φj сущности φj, пере-
мещенный на терминал rg центра cp 
системы в период времени ∆t со всех 
других терминалов системы и извне. 
Здесь для наглядности запишем (10) 
в денежном масштабе:
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Напомним, как было принято в 
[1, 2], буквами a(t), b(t), c(t) обозна-
чают числа  – известные значения 
стоимости соответствующих величин 
в момент времени t, а буквами x(t), 
y(t), z(t) – переменные величины сто-
имости, принимающие вещественные 
значения. В физическом масштабе 
известные объемы обозначают q(t), 
а переменные величины  – объемы 
сущностей – g(t), h(t).

Выражение (2) отражает совокуп-
ную стоимость сущности φ j, пере-
мещенной на терминал rg центра cp 
системы с других ее терминалов и 
извне за период времени ∆t. Благода-
ря представлению объемов всех сущ-
ностей в едином денежном масштабе 
их можно суммировать и находить 
общие стоимостные характеристики 
заполненности терминалов и цент-
ров. Приход различных сущностей φj, 
j = 1, 2... N на терминал rg центра cp 
за время ∆t получается суммировани-
ем (2) по всем видам сущностей:
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Стоимость сущностей, перемещен-
ных в центр р за время ∆t, получает-
ся суммированием (3) по всем терми-
налам центра:
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где Ip – количество терминалов в цен-
тре cp.

Перемещения сущностей с терми-
налов определяются такими же вы-
ражениями, суммирование в которых 
производится по верхним индексам, 
отражающим адреса всех термина-
лов, на которые поступили объемы 
сущности, изъятые с выбранного тер-
минала. Изъятия сущности φj с тер-
минала ri центра cl будут равны:
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Суммированием (5) по соответству-
ющим индексам получаются выра-
жения, аналогичные (3) для изъятий 
с терминала и аналогичные (4) для 
изъятия из центра. По начальным 
запасам сущностей на терминалах 

t

Показатели

t0
∆t1 ∆t2 ∆t3–∆t1 –∆t2

Ретроспектива Перспектива

k=1 k=2 k=3k=−1 k=−2 k

Рисунок 1. Временной регламент исследования прошлых и будущих состояний 
логистической структуры: t – непрерывное время, k – дискретное время

.

.
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и разности между поступлениями на 
терминалы и изъятиями с них за ин-
тервал времени ∆t по (12) из [1] нахо-
дятся состояния запасов на момент 
времени t–1 = t0 – ∆t.
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Подобные (6) формулы, выража-
ющие состояния в предшествующие 
моменты времени, могут быть полу-
чены на основании приходов и рас-
ходов в форме (3) для терминалов и 
центров. Использование δ-индексов 
в (2) позволяет автоматически синте-
зировать выражения вида (6) по об-
щему шаблону, следуя формальным 
правилам.

На последовательности прошлых 
интервалов времени – ∆tk, k = 1, 2... 
вся деятельность структуры извест-
на, в учете имеются значения вели-
чин, отражающие выполненные опе-
рации по перемещению сущностей. 
По формулам (2)‒(6) на основании 
имеющихся значений могут быть вы-
числены все количественные показа-
тели, необходимые для оценки эф-
фективности деятельности структуры 
и ее актуального состояния.

3. Описание перспективы 
и задачи управления

Основное предназначение мате-
матической модели логистичес-

кой структуры состоит в разработке 
алгоритмов управления перспекти-
вой. В этом случае известны началь-
ное (актуальное) состояние струк-
туры, ее параметры и внешние 
условия, отталкиваясь от которых 
прогнозируются будущие состояния. 
Используя модель, требуется найти 
такое управление (план перевозок, 
распределение сущностей по терми-
налам, поступление их в структуру и 
выдачу из нее), которое приводит к 
будущему состоянию, обеспечиваю-
щему оптимальное значение задан-
ному критерию. 

Рассмотрим математическую мо-
дель логистической структуры для 
управления перспективной деятель-
ностью. Будущие значения величин 
неизвестны, поэтому в выражениях 
(2)‒(6) будут фигурировать не числа 
q, a, b, d, а переменные величины 

x, y, z в денежном масштабе и g, h в 
физическом масштабе измерения. 
Определение значений переменных 
величин, удовлетворяющих некото-
рым условиям, является целью ре-
шения задач управления. Выраже-
ния (2)‒(6) в задачах управления из 
формул превращаются в уравнения, 
связывающие переменные величины, 
отражающие состояние структуры.

Пусть, как и раньше, t – время, t0 – 
начальный (актуальный) момент вре-
мени и Т-горизонт планирования. Для 
отражения проектируемой логистики 
движения сущностей горизонт раз-
бивается на последовательность за-
данных полуинтервалов времени ∆tk , 
k = 1, 2..., так что tk = tk–1 + ∆tk , k=1, 
2... K. Начальный момент времени t0 
задан, состояние предприятия в этот 
момент отражает начальные усло-
вия – состояния всех терминалов и 
центров.

Система терминалов может тракто-
ваться системой координат, значения 
которых определяются объемами ре-
сурсов, имеющихся на терминалах. 
При решении задач, связанных с бу-
дущими периодами времени, объемы 
сущностей на терминалах и их пере-
мещения являются переменными ве-
личинами, которые могут принимать 
свои значения в заданных пределах в 
зависимости от состояния структуры, 
внешних условий и содержательной 
постановки задачи. Все показатели, 
характеризующие деятельность ло-
гистической структуры, выражаются 
через перемещаемые объемы сущ-
ностей, отражаемые на ее термина-
лах. 

Математическая модель структуры 
должна описывать процесс опреде-
ления ее будущих состояний, воз-
никающих на основании начальных 
условий и внешних воздействий. Вне-
шние воздействия состоят из двух 
компонентов: возмущения, формиру-
емого независимо от структуры, и уп-
равления, формируемого структурой. 
Задача управления состоит именно 
в определении управления, обеспе-
чивающего эволюцию логистической 
структуры по заданной траектории. 

Для демонстрации инвариантности 
разработанного формального описа-
ния логистических структур к выбору 
масштаба в данном пункте предпо-
лагается представление объемов 
сущностей в масштабах соответству-
ющих физических величин. Представ-
ление в таком масштабе позволяет 
описывать непосредственно реаль-

ные соотношения между объемами 
сущностей при их преобразованиях в 
производственных процессах.

Пусть hcp;rg;φj (t0) обозначает объем 
сущности φj на терминале rl центра 
ci в момент времени t0. Объем этой 
сущности в любой следующий мо-
мент времени t1 = t0 + ∆t1 будет равен:
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где i – номер центра, i ∈ [1, I], I – ко-
личество центров; l – номер термина-
ла; l ∈ [1, Li], Li – количество терми-
налов в центре i; j – номер сущности; 
j ∈ [1, N], N – количество сущностей; 
hcp;rg;φj (∆t1) – соответственно приход 
сущности φj на терминал rl центра 
ci за время ∆t1; hcp;rg;φj  (∆t1) – расход 
сущности φj с терминала rl центра ci 
за промежуток времени ∆t1.

Соотношения (7) могут быть запи-
саны для всех сочетаний индексов. 
Благодаря введенным [1‒3] фор-
мальным обозначениям приход и 
расход могут формироваться автома-
тически в виде сумм всевозможных 
перемещений на терминал и с терми-
нала, произведенных в этот интервал 
времени:
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Фактически в уравнениях (8), (9) 
будут представлены все отличные 
от нуля компоненты jli

j

rc
ckg ϕ

ϕν
τ ;;

;)( , при 
которых 1;;

; =δ ϕ
ϕν

jli

j

rc
ck . Объемы переме-

щений jli

jmn

rc
rcg ϕ

ϕτ ;;
;;)(  в (8), (9) являются 

переменными величинами, которые 
должны удовлетворять этим уравне-
ниям. Дадим краткое пояснение со-
держательного существа уравнений 
(7)–(9). Понятно, что в (7) подставля-
ются (8) и (9), так что (7) представля-
ет уравнение, отражающее измене-
ние объема сущности φj на заданном 
терминале за период ∆t1. Начальное 
значение объема известно q[φj(t0)]. 
Значение g[φ j(t1)], которое нужно 

.

,

.
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иметь в момент t1, либо задано конк-
ретным числом:

	  )]([)]([ 11 tqtg jj ϕ=ϕ  ,	 (10) 

либо определена желательная тен-
денция его изменения: 

 min)]([ илиmax)]([ 11 →ϕ→ϕ tgtg jj .  (11) 

В варианте (10) выражение (7) пос-
ле подстановки в него (8) и (9) приво-
дится к виду:
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где  jlijli rcrc tqtg ϕϕ ;;
1

;;
0 )(и)(   – значения 

объема сущности φj на терминале rl 
центра ci в моменты времени t0 и t1.

Правая часть в (12) является чис-
лом, отражающим величину, на кото-
рую необходимо изменить за время 
∆t1 объем сущности φj на терминале 
rl центра ci. Левая часть представляет 
линейную комбинацию переменных, 
отражающих всевозможные вариан-
ты перемещения этой сущности как 
на заданный терминал, так и с тер-
минала. Первая фигурная скобка от-
ражает перемещения внутри структу-

ры, вторая перемещения на границе 
структуры с внешней средой. Значе-
ния δ-индексов предполагаются опре-
деленными матрицей связности, так 
что переменными в правых частях 
будут объемы только терминалов, со-
ответствующих сущности φj и разре-
шенным перемещениям. Для каждой 
сущности, представляющей интерес 
в задаче планирования, может быть 
записано уравнение (12). Совокуп-
ность уравнений (12) образует сис-
тему линейных уравнений, посредс-
твом которой могут быть определены 
требования к различным комбинаци-
ям перемещений, т.е. к значениям пе-
ременных  jli

jmn

rc
rcg ϕ

ϕτ ;;
;;)(  , φj, j = 1, 2... N.

Формулы (3), (4) при описании 
перспективы также превращаются в 
уравнения, которые связывают пе-
ремещения сущностей на заданном 
интервале времени некоторыми ус-
ловиями по загрузке определенных 
компонентов структуры: терминалов, 
центров или их комбинаций. Таким 
образом, планируемые перемещения 
сущностей описываются системой 
неоднородных линейных уравнений 

вида (12). Независимыми перемен-
ными в системе являются перемеще-
ния сущностей. Столбец свободных 
членов системы уравнений отражает 
желательное состояние терминалов, 
центров или их комбинаций. 

Систему уравнений при опреде-
ленных условиях (см., например, [7]) 
можно решить и найти перемещения 
ресурсов в планируемый промежуток 
времени, которые обеспечат выпол-
нение всех требований, заданных 
столбцом свободных членов. Но, 
учитывая множество разнообразных 
и, как правило, противоречивых тре-
бований, система может оказаться 
противоречивой, не имеющей единс-
твенного решения. В этом наиболее 
вероятном случае может быть ис-
пользован вариант (9б), позволяю-
щий получить не точное, а прибли-
женное решение, которое с учетом 
имеющихся ограничений максималь-
но приближает заданные функции 
(функционал) к точному решению. 

Вариант (11) используется для 
отыскания решения, обеспечиваю-
щего максимально возможное при-

Математическая модель структуры должна 
описывать процесс определения ее будущих 
состояний, возникающих на основании 
начальных условий и внешних воздействий.
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ближение значений  )( 1
;; tg jgp rc ϕ  к же-

лательным значениям  )( 1
;; tq jgp rc ϕ , при 

соблюдении заданных ограничений на 
область определения величин  jgp

jil

rc
rcg

ϕ
ϕ
;;

;;
. В этом варианте уравнения (12) 
трансформируются в неравенства 
вида:
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	 (13) 

комбинацией которых с учетом зна-
коопределенности величин q(t1) 

ci;rl;φj  
и g(t0) 

ci;rl;φj можно описать все ограни-
чения на перемещения в период ∆t1 и 
требования к объемам сущностей на 
терминалах на момент времени ∆t1. 

Как известно, обеспечение требо-
вания (11) реализуется в виде зада-
чи условной оптимизации функции 
многих переменных, которая фор-
мально сводится к отысканию зна-
чений переменных, доставляющих 
экстремум функционалу, отражаю-
щему смысл оптимизации, при огра-
ничениях на область определения и, 
возможно, область решений задачи. 
Область определения отражает ог-
раничения на независимые перемен-
ные (состояния системы), а область 
решений  – ограничения на выход-
ные величины. 

Для логистической структуры цель 
решения (11) может быть представ-
лена линейной комбинацией некото-
рых функций от объемов сущностей 
на терминалах, например, в виде:

∑
Μ

=µ

ϕ
µµ

⇒∈∈

∈β=
1

1
;;

]},1[],,1[

],,1[),({)(

extrNjLil

IitgfgF jli rc

 ,	 (14)

где fμ {gci;rl;φj (t1), i ∈  [1, I ], l ∈  [1, Li ], 
j ∈ [1, N ]} – некоторые функции от не-
зависимых переменных  – объемов 
gci;rl;φ j перемещаемых сущностей 
j ∈ [1, N ] на терминалах l ∈ [1, Li ] цен-
тров i ∈  [1, I ] в логистической струк-
туре, а βj – параметры (весовые ко-
эффициенты), которые в отражают 
приоритеты переменных величин 
(сущностей и их положения в структу-
ре), входящих в критерий.

Цели и показатели эффективнос-
ти функционирования логистической 
структуры выражаются функциями 
fμ {gci;rl;φj (t1)} через объемы и переме-
щения сущностей на ее терминалах. 
Относительная значимость компо-
нентов критерия задается параметра-
ми β. 

Различный содержательный смысл 
критерию (14) может придаваться ва-
риацией функций от переменных ве-
личин и параметров, которые могут 
отражать ценовые характеристики 
перемещения и хранения сущнос-
тей. Это позволяет критерием вида 
(14) описывать различные аспекты 
функционирования логистической 
структуры. Например, размещение 
определенных сущностей φj, j ∈ [j1, j2... 
jn] заданным образом на множестве 
G(i, l) терминалов ri центров ci может 
отражаться критерием вида:
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где Gmax обозначает множество адре-
сов сущностей, которые должны быть 
максимально заполнены; уровень за-
полнения отражается ограничениями 
вида (11), показывающими, что пос-
тупления на терминалы превышают 
изъятия; Gmin обозначает множество 
терминалов, максимально освобож-
даемых от сущностей, на которых 
изъятия сущностей превышают их 
поступления.

Критерий (15) при ограничениях 
типа (13) на переменные определяет 
стандартную задачу линейного про-
граммирования, которая может ре-

шаться известными методами [8, 9]. 
Формулы (3), (4) при рассмотрении 
перспективы также превращаются в 
уравнения относительно перемен-
ных  и могут быть использованы для 
описания требований к размещению 
сущностей по терминалам центров 
логистической структуры. 
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